Modellezési feladatok

(1) Egy cég asztalokat és székeket készit. Egy asztalhoz 1 6ra munka és 9 m? deszkalap sziik-
séges, egy székhez pedig 1 6ra munka és 5 m? deszkalap. Jelenleg 6 6ra munka és 45 m?
deszkalap all rendelkezésre. Egy asztalon a nyereség 8 $, egy széken 5 $. Adjuk meg a

feladat modelljét, ha célunk a nyereség maximalizdl4sa!

Megoldas: A matematikai modellezési folyamat soran alapvetéen mindig harom f6 1€pést
fogunk kovetni. Az elsé a dontési valtozok meghatarozasa, ezek lesznek azok a kife-
jezések a feladatban, melyekre a dontési helyzetiink vonatkozik, melyet mi vélaszthatunk
meg, a modell tovabbi részében az ezekre vonatkoz6 informacidkat hasznéljuk fel. Nagyon
fontos a modellezési folyamat elején rovid szoveges magyarazatot adni, hogyan valasztottuk
meg a valtozokat. Jelen esetben egy termelésprogramozasi feladatot kell megoldanunk,
ahol kézenfekvOnek latszik a gyartott mennyiségeket dontési véltozonak vélasztani, hiszen
ezeket mi vélaszthatjuk meg, és ett6l a valasztastol nyilvén fligg majd a felhasznélt erdforras-
mennyiség és a nyereség is. Tehat jelolje x; és x, az asztalokbdl illetve székekbdl gyartott
mennyiségeket. A véltozok értelmezése utdn meg kell adnunk azt is, hogy mi a véltozok
értelmezé€si tartomdnya, mik lesznek az indul6 feltételek. A gyartott mennyiség természetesen
nem lehet negativ, tovabba itt, mivel a feladat kijeloli, hogy gyartott darabszamban kell
gondolkodnunk, a valtozok csak egész értékeket vehetnek fel (ha a feladat megolddsaban
nem csak egész megoldasok fordulhatnanak eld, akkor folytonos valtozékkal kellene dolgoz-
nunk).

A modellezés masodik 1€pése, hogy megfogalmazzuk a korlatozo feltételeket. Itt a kor-
latokat az fogja kijelolni, hogy az er6forrdsok nem dllnak tetsz6leges mennyiségben ren-
delkezésiinkre. Tehat fel kell irnunk a dontési valtozok segitségével, hogy 0sszesen mennyi
er6forrast haszndlunk fel. Ehhez tekintsiik az alabbi un. technoldgiai matrixot, ahol az osz-

lopok a termékeknek, a sorok az er6forrasoknak felelnek meg:

asztal szék

munkadra 1 1
deszkalap | 9 5

Egy termelésprogramozasi feladatban a technoldgiai matrix felvételekor fontos megjegyezni,
hogy a matrix adatai mindig egységnyi felhasznaldsra vonatkoznak, tehat az elsd sorban 1évo
adatok mértékegysége munkadra/darab, a masodik sorban 1év6 adatok mértékegysége pedig
m?/darab. A feltételek felirdsdhoz abbdl kell kiindulnunk, hogy az eréforrdsok felhasznéldsa
linedris, tehat kétszer annyi termék gyartdsahoz kétszer annyi erdforrast kell felhaszndlnunk
(ha 1 asztal gyartdsdhoz 1 munkadra sziikséges, akkor 2 asztalhoz 2 munkadra, €s igy tovabb).
Az x; véltozéval jeloltik azt, hogy hiny darab asztalt fogunk gyartani, akkor az ehhez

sziikséges munkadra ugy adddik, hogy a fajlagos munkadra felhaszndldst megszorozzuk a



gyartott mennyiséggel, azaz 1-x;. Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy székek gydrtasira
osszesen 1 - x, munkaorat forditunk. A felhasznalt munkadra nem lehet tobb mint 6, tehat a
munkadra feltétel az x; +x, < 6 alakban fogalmazhaté meg (a mértékegységek egyeztetésekor
latszik, hogy itt a bal oldalon munkadra/darab - darab all, tehat az egyenlGtlenség mindkét
oldalan munkadrat kapunk).

A nyersanyagra vonatkozo6 feltétel felirdsakor is a linearitdsi tulajdonsédgot hasznaljuk ki,
ha 1 asztal gyartdsdhoz 9 m? deszkalap sziikséges, akkor 2 asztalhoz 18 m?, és igy tovabb,
tehat x, darab asztal gyartdsahoz Osszesen 9x; m? deszkalapot haszndlunk fel, valamint ha-
sonl6 gondolatmenettel x, darab szék gyartdsidhoz dsszesen 5x, m? deszkalapot hasznalunk
fel. A korlat alapjan azt kapjuk, hogy a felhasznalt nyersanyag nem lehet tobb mint 45 m?,
amit a 9x; + 5x, < 45 alakban irhatunk fel (a mértékegységek egyeztetésekor latszik, hogy
itt a bal oldalon m?/darab - darab 4ll, tehat az egyenl6tlenség mindkét oldalan m?-t kapunk).

A modellezés befejezd, harmadik lépése, hogy megfogalmazzuk a célunkat, mi az,
amire toreksziink a feladatban. Itt a célunk, hogy optimalizdljuk a gyartds sordn elérhetd
nyereséget. A nyereség is linedrisan fiigg a valtozoktdl, hiszen ha egy asztalon a nyereség 8
dollar, akkor két asztalon 16 dolléar, €s igy tovabb, tehét x; darab asztal gyartasakor a nyereség
8x; dollér, x, darab szék gydrtdsakor pedig Sx, dollar. Tehét a célfiiggvényiink 8x; + 5x,,
melynek a fenti feltételek melletti maximumat szeretnénk megtaldlni. Az ilyen tipusu fe-
ladatokat linedris programozdsi feladatnak nevezziik. Osszefoglalva a feladat matematikai

modellje:

x,x% 20, x,x€Z
X1+x <6
9x; + 5x, <45

7z = 8x; + 5x, — max

(2) Egy cég kétféle fabol késziilt jat€kot gyart: katonakat és vonatokat. Egy katonat 27 dollarért
lehet eladni, és el6allitdsahoz 10 dollédr értéki nyersanyag sziikséges. Minden legyéartott ka-
tona 14 dolléarral noveli a cég bérben jelentkezd valtozo koltségét és az dltalanos koltséget.
Egy vonat 21 dollarért adhato el, eldallitasdhoz 9 dolléar értékl nyersanyag sziikséges. Min-
den legyartott vonat 10 dollarral noveli a koltségeket. A jatékok gyartdsa kétféle munkat
igényel, fafaragé és feliiletkezel6 munkat. Egy katona el6éllitdsdhoz 2 ora feliiletkezeld
munka €s 1 6ra fafaragé6 munka sziikséges, egy vonathoz 1 6ra feliiletkezel6 és 1 6ra fa-
faragé munka kell. A nyersanyag minden héten korlatlanul all rendelkezésre, de csak 100
feliiletkezel6 munkadra és 80 fafaragé munkadra hasznalhat6 fel. A vonatok irdnti kereslet
korlatlan, katonakbdl azonban legfeljebb csak negyvenet vesznek meg hetente. Adjuk meg a

feladat modelljét, ha célunk a cég heti profitjdnak maximalizildsa!



Megoldas: A dontési valtozok itt is a gyartott mennyiségek lesznek, jel6lje x; a hetente

gyéartott katondk, x, pedig a hetente gyartott vonatok szamét. A feladat matematikai modellje:
X, %20, x,xn€eZ
2x1 + x, < 100
X1+ x < 80
x; €40
z = 3x; + 2x, — max

A modell felvétele soran abbdl indulunk ki, hogy mindkét terméket darabszamban gyértjuk,
ezért mindkét valtoz6 csak nemnegativ egész értékli lehet. A linearitdsi tulajdonsagot fel-
hasznalva kapjuk a feliiletkezd illetve a fafaragé munkadrara vonatkozo feltételeket. A har-
madik feltétel egy konkrét keresleti informéciébdl szarmazik, az adott termékbdl gydrtott
mennyiség nem lépheti til a maximalis keresletet. A célfiiggvény felirasakor eljarhatunk gy,
hogy megnézziik, hogy egy katona gyartasakor a 27 dolldros eladdsi drhoz mekkora koltség
tartozik, €s ezt levonjuk a bevételbdl. Egy katona gyartasa 10 dollar nyersanyagkoltséget
és 14 dollar valtozé koltséget jelent a cég szamadra, tehat ha ezekkel csokkentjiik a bevételt,
darabonként 3 dollar nyereséget kapunk. Tehat a katondk gyartdsa sordn keletkezd nyereség
a célfiiggvény linearitdsa alapjan az egységnyi nyereség és a gyartott mennyiség szorzata.
Hasonl6an eljarva a vonatok esetén azt kapjuk, hogy a 21 dollaros darabonkénti bevételt
9, valamint tovabbi 10 dollarral kell csokkenteniink. Igy a vonatok esetén a profit minden
gyartott darabra 2 dollar, tehat az 0ssznyereség az egységnyi 2 dollér és a gyértott mennyiség

szorzata.

(3) Egy butorkészitd cég irdasztalokat, asztalokat és székeket gyart. Mindegyik butortipus gyar-
tasdhoz faanyag €s kétféle szakmunka sziikséges, asztalosmunka és feliiletkezelés. Az egyes
butortipusok eldallitdsahoz a kiilonbozd erdforrdsokbol sziikséges mennyiséget az alabbi

tdblazat adja meg:

Eroforras Iréasztal Asztal Szék
Faanyag (egység) 8 6 1
Feliiletkezelés (6ra) 4 2 1.5
Asztalosmunka (6ra) 2 1.5 0.5

Jelenleg 48 egység faanyag, 20 6ranyi feliiletkezelés és 8 6ranyi asztalosmunka kapacitas 4ll
rendelkezésre. Egy fréasztal 60, egy asztal 30, egy szék pedig 20 dollarért adhaté el. Irjuk

fel a modellt, ha a cég az 6sszejovedelmét kivanja maximalizélni!

Megoldas: A modellben a dontési valtozok felvételekor jelolje x; a gyartando irdasztalok, x;
a gyartando asztalok €s x3 a gyartando székek szamat. Ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy mind-

egyik valtozéra érvényes a nemnegativitasi feltétel. A korlatozo feltételekben szerepelni fog



egyrészt egy nyersanyag feltétel, tovdbba két munkadra-felhasznalashoz kapcsolddo feltétel.
Ezek mindegyike linearis, kétszer annyi termék gyartdsahoz kétszer annyi nyersanyagot és
kétszer annyi munkaid6t kell felhaszndlni. A célfiiggvény egy szintén linedris bevételfiigg-

vény lesz. Tehdt a modell a kdvetkezd linedris programozasi feladat:

X1, x2,x3 20, X1,x,X3 €EZ
8x1 +6x + x3 < 48
dx; +2x, + 1.5x3 < 20
2x; + 1.5x + 0.5x3 < 8

z=60x; + 30x; + 20x3 — max

(4) Egy boripari cég Oveket és cipdket gyart. Egy Ov elkészitéséhez 2 egységnyi borre és 1
ora szakmunkdra van sziikség. Egy par cip0 elkészitéséhez 3 egységnyi bor és 2 Ora szak-
munka sziikséges. Legfeljebb 25 egységnyi bort lehet beszerezni 5 dollaros egységaron, a
szakmunka-kapacitds 15 oOra, és a szakmunka koltsége 10 dollar/6ra. Egy Ov eladasi dra 23
dollér, egy par cipdt 40 dollarért lehet értékesiteni. A cég maximalizdlni akarja a nyereségét.
Trjuk fel a feladat modelljét!

Megoldas: Jelolje x; az elkészitett Gvek szamat, x, pedig a gyartott par cipk szamat. Ekkor
a korlatozo feltételekben a felhaszndlt nyersanyaghoz és munkadrahoz is tartozik egy-egy
linedris feltétel. A célfiiggvényben figyelembe kell venniink, hogy a célunk a nyereség
maximalizalasa, tehdt az eladdsi arat le kell csokkenteniink a koltségekkel. Az Ov esetén
a 23 dollarbdl le kell vonnunk a 2 egység bor koltségét, ami 10 dollar, valamint az 1 6ra
szakmunka koltségét, ami tovabbi 10 dolldr, igy egy darab Ov gyértasakor a nyereség 3
dollar. A cipd esetén a 40 dollaros eladasi arbdl 15 dollar nyersanyagkoltséget €s 20 dollar
munkaodrakoltséget kell levonnunk, tehédt egy par cip6 esetén a nyereség 5 dolldr. A teljes
nyereséget ugy kapjuk, hogy az egységnyi nyereséget szorozzuk a gyartott mennyiséggel.

Tehat a feladat matematikai modellje:

x1,x2>0, xl’xzez
2x; +3x2, <25
X +2x <15

Z=3x; + 5x — max

(5) Egy cukraszda 3 tipusu siiteményt készithet, melyekhez 3 f6 alapanyagot hasznalnak fel. A

gyartott mennyiségeket darabszamban mérik. Az A matrix g;; eleme megadja, hogy az i-edik



alapanyagbdl a j-edik termék egy darabjaban mekkora a felhasznélt mennyiség.

3 63
A=(3 0 3
6 3 3

Egy adott id6szakban az egyes termékekhez az alapnyagokbdl felhaszndlhaté mennyiségek
legfeljebb 900, 600 és 1050 egység. Az egyes termékek egységére esd hozamok rendre 20, 30
és 40 pénzegység.

a) Irjuk fel a matematikai modellt, ha a cél a lehetd legnagyobb hozam!

b) Egészitsiik ki a modellt a kovetkezd feltételekkel: a termékek gyartott 6sszmennyisége
legalabb 100, de legfeljebb 200 darab lehet, és mindegyik termékbdl legaldbb hisz darabot
késziteni kell!

¢) Milyen termékosszetétel esetén lesz a b) feladatban a koltségre es6 hozam optimalis, ha az
0onkoltség darabonként rendre 80, 50 €s 60 pénzegység, és felmeriil még 120 pénzegység
fix koltség is? Irjuk fel a megfeleld uj célfiiggvényt!

Megoldas: A modellben xi, x; és x3 jelolje a termékekbdl gyartandé mennyiségeket. Ebbol
kovetkez6en mindhdrom valtoz6 nemnegativ, és mivel a feladat a mértékegységet darabszam-

ban jeloli ki, egészértékd valtozokkal kell dolgoznunk. A feladat matematikai modellje:

X1, %2, %320, x1,x%,x3 €EZ
3x1 + 6x5 + 3x3 < 900
3x1 + 3x3 < 600
6x1 + 3x + 3x3 < 1050

z = 20x; + 30x, + 40x3 — max

A feltételek felirdsakor ismét abbdl indulhatunk ki, hogy az alapanyagok felhasznélt men-
nyisége linedris fliggvénye a siiteményekbdl gyartott darabszdmoknak, kétszer annyi siite-
ményhez kétszer annyi alapanyagot hasznalunk fel. Tehat ahhoz, hogy felirjuk az els ala-
panyagbodl felhasznalt 6sszes mennyiséget, a matrix elsd sordban szerepld értékeket, mint
egységnyi felhasznéldsokat szorozzuk rendre a gydrtott darabszamokkal és ezeket 6sszeadjuk.
Ez a mennyiség nem 1épheti tul az eldre megadott felhaszndlhaté mennyiséget. A tobbi ala-
panyag esetén ugyanigy jarunk el a matrix mésodik illetve harmadik sordban szerepl$ adatok
szerint. A célfiiggvény egy profitfiiggvény, amit a linearitasi tulajdonsag alapjan kapunk, az

egységnyi hozamokat a gyartott mennyiséggel szorozzuk, majd ezen értékeket osszeadjuk.



A b) részben a feladat modelljét ki kell egésziteniink tovabbi feltételekkel. Az elbirt
korlatozéasok konkrétan a gyartandé mennyiségekre vonatkoznak, ezért csak magukat a don-
tési valtozokat kell felhasznédlnunk a feltételek felirdsdhoz:

X1+ x+x3 2100

X] + x + x3 <200
X = 20
Xy 2 20
x3 = 20

A c¢) feladatban a b) részben felirt feltételek mellett 1) célfiiggvényre lesz sziikségiink,
hiszen nem csak az eredeti hozamokat kell figyelembe venniink, hanem arra vagyunk kivén-
csiak, hogy a gydrtasra forditott koltséghez képest mikor érjiik el a lehetd legjobb hozamot. A
hozamot az a) részben megadott célfiiggvény éllitja el most is, a koltséget pedig a linearitasi
feltétel szerint hasonl6 gondolat alapjan a 80x; +50x, + 60x3 + 120 alakban irhatjuk. A 80, 50
€és 60 pénzegység valtozo koltség, az adatok alapjan darabonként értelmezendd, tehat az igy
el6allo 6sszkoltség fligg a gyartott mennyiségektdl, a 120 viszont fix koltség a gyartds sordn,
akarhdny darabot allitunk is el6. Egy modszer arra, hogy a hozam maximalizéldsanak €s a
koltség minimalizaldsanak szempontjat egyszerre figyelembe tudjuk venni, az lehet, hogy az
egységnyi koltségre esé hozamot optimalizaljuk, azaz a hozam és a koltség ardnyét. Tehat az
Uj célfiiggvényiink:

20x; + 30x, + 40x5
7 80x; + 50x, + 60x; + 120

Az ilyen jellegii feladatot hiperbolikus programozasi feladatnak is szokés nevezni.

max

(6) Egy gazdasigban az allatok etetésére négyféle takarmanykeveréket haszndlhatnak, amelyeket
harom tdpanyagbdl készitenek. Az egyes keverékek a tdpanyagokbdl az alabbi mennyiségeket

tartalmazzak a megfeleld egységekben:

1. keverék 2. keverék 3. keverék 4.keverék
A tapanyag 2 1 1 0
B tapanyag 1 2 0 2
C tapanyag 1 0 2 1

A tapanyagokbdl legalabb 5, 4 illetve 10 egységnyit biztositanunk kell az etetési program
sordn. Az egyes keverékek beszerzési arai 5, 3, 4 illetve 1 pénzegység. Cél a minimalis

koltségli takarmanyozdsi program meghatarozdsa. Adjuk meg a matematikai modellt!

Megoldas: A modell felvétele soran a dontési valtozok jelentsék rendre azt, hogy az egyes
takarmédnykeverékeket milyen mennyiségben alkalmazzuk az etetés soran. Ezek a véltozok

nemnegativ folytonos valtozok lesznek. A feltételekben természetesen ebben az esetben is



érvényes a linearitdsi tulajdonsag, hiszen kétszer annyi takarmanykeverék kétszer akkora
mennyiségii tdpanyagot tartalmaz. A célfiiggvény szintén linedris. Ez alapjdn a matematikai
modell:
X1, X2, X3, X4 2 0
2x1 + xy + X3 = 5
)C1+2)C2+2)C4>4
X1+ 2x3+ x4 210

Z2="5x1 +3x +4x3 + x4, > min

(7) Van 1000 darab 7 méteres oszlopunk, melyekbdl 1.5 illetve 2.5 méteres darabokat kell vag-
nunk. Legaldbb négyszer annyi 1.5 méteres oszlopra van sziikségiink, mint 2.5 méteresre.
Hogyan vagjuk fel az oszlopokat, hogy a keletkez6 hulladék minimdlis legyen? Adjuk meg

a probléma matematikai modelljét!

Megoldas: Ebben a darabolasi feladatban mar nehezebb a modell felvétele. El6szor gondol-

juk at, hogy a 7 méteres oszlop milyen médon darabolhat6 fel. A lehetséges daraboldsok:

1. valtozat: 2 darab 2.5 méteres, 1 darab 1.5 méteres oszlop, 0.5 méter hulladék,
2. valtozat: 1 darab 2.5 méteres, 3 darab 1.5 méteres oszlop,

3. véltozat: 4 darab 1.5 méteres oszlop, 1 méter hulladék.

Igy a probléma megfogalmazhaté olyan médon is, hogy azt kell eldonteniink, melyik oszlo-
pot melyik véltozat szerint vagjuk fel. Nyilvan a konkrét oszlopnak nincs jelentdsége, csak
annak, hogy melyik véltozatot hanyszor alkalmazzuk. Ezek alapjan a dontési véltozokat ugy
érdemes megvalasztanunk, hogy xi, x, és x3 jelentse azt, hogy rendre az 1., 2. és 3. valtozatot
hanyszor alkalmazzuk a vagas sordn. Ekkor a viltozok nemnegativak és csak egész értékeket
vehetnek fel.

A feltételek felirasa soran el8szor is abbol indulunk ki, hogy 1000 oszlopunk van, tehit
0sszesen pontosan 1000-szer fogunk darabolni, a daraboldsok szdma pedig a valtozok 6sszege,
tehat x; + x, + x3 = 1000. A masodik feltétel felirasahoz fel kell irnunk a daraboldsok szama
alapjan, hogy hany darab 2.5 méteres illetve 1.5 méteres oszlop all el6. Minden alkalom,
amikor az 1. valtozatot alkalmazzuk eredményez 2 darab 2.5 méteres oszlopot, tehit dsszesen
az 1. valtozatbol 2x; darab 2.5 méteres oszlop keletkezik. Tovabba kapjuk, hogy a 2. valtozat
alkalmazasabol 0sszesen x, darab 2.5 méteres oszlop 4ll eld, a 3. valtozat viszont nem ad
2.5 méteres oszlopot. Igy 6sszegezve a keletkezd 2.5 méteres oszlopok szdma 2x; + x,. Ha-
sonldan dtgondolva a keletkez6 1.5 méteres oszlopok szdma x; +3x,+4x3. Legalabb négyszer

annyi 1.5 méteres oszlop kell, mint 2.5 méteres, tehat

X1 +3x+4x3 24 (2)61 + Xz).



A célfiiggvényben a keletkez6 hulladékot kell hasonlé médon Osszeszamolnunk. Az 1.
valtozat esetén minden alkalmazaskor 0.5 méter, a 3. valtozat esetén minden alkalmazaskor
1 méter hulladék keletkezik, tehat 0sszesen 0.5x; + x3 méter hulladék all eld.

Osszegezve, a matematikai modell:

X1, X2,x3 20, Xx1,X,x3 €Z
X1 +X+Xx3 = 1000
X1 + 3)62 +4X3 >4. (2x1 + x2)

z=0.5x; + x3 > min

(8) Egy 30, egy 25 és egy 20 méter hosszusagu vashuzalt kell 6 méteres, 4 méteres és 3 méteres
hosszusagt darabokra leszabni. A 6 méteres darabokbdl pontosan kétszer annyi kell, mint
a 4 méteres darabokbél és pontosan feleannyi, mint a 3 méteresekbdl. Irjuk fel a feladat
matematikai modelljét, hogyan kell elvégezni a darabolést, ha célunk, hogy maximalis szamu

huzal keletkezzen!

Megoldas: A feladat modelljében jeldlje xi, x; és x3 a 30 méteres vashuzalbdl vagott 6, 4
illetve 3 méteres darabok szamat; jelolje x4, x5 és x¢ a 25 méteres vashuzalbdl vagott 6, 4
illetve 3 méteres darabok szamat; €s jelolje x7, xg és x9 a 20 méteres vashuzalbdl vagott 6,
4 illetve 3 méteres darabok szamat. Ezek a darabszdmok természetesen csak nemnegativ
egészek lehetnek.

A feltételek felirdsahoz el6szor is figyelembe kell venniink a huzalok hosszusagit. Az
elsé huzalbdl vagunk x; darab 6 méteres részt, ezek Osszhosszisiga 6x;, tovabba vagunk x,
darab 4 méteres €és x3 darab 3 méteres részt, ezek 0sszhosszusaga 4x, és 3x;. Ha ezeket a
kifejezéseket dsszeadjuk, akkor nyilvan nem 1éphetjiik til a huzal teljes hosszat, a 30 métert.
Ez adja az elsd feltételt. Tovabbi két feltételt kapunk teljesen hasonlé médon a masodik
és a harmadik huzal hosszét figyelembe véve.A modellben ezeken kiviil szerepel még két
feltétel, melyek mar a konkrét keletkezd darabszdmokra vonatkoznak. A célfiiggvény pedig

a keletkezd huzalok szdménak 0sszege lesz. Tehat a feladat matematikai modellje:
x=20,x€2, i=1,2,3,4,56,7,8,9
6x1 +4xy +3x3 <30
6x4 +4xs + 3xg < 25
6x7 + 4xg + 3x9 < 20
X1+ xs+x7=2-(x2+ x5 + xg)
2-(x1+ x4+ x7) = X3+ X6 + X9

=X+ X2+ X3+ X4+ X5+ Xg + X7 + X3+ Xg — max



(9) Négy részvény jelenlegi arfolyamai és a t6zsde 2 hénappal késdbbi arfolyamelvarésai:

Jelenlegi arfolyam (Ft/db) | Arfolyamelvaras (Ft/db)
A 13 800 16 600
B 14 600 15500
C 2 800 3100
D 3800 4200

Mindegyik részvénybdl legalabb 500 000 Forint értékben vasarolunk a portfolio kialakitasa-
hoz. Osszesen legfeljebb 4 millié Forintot kolthetiink. Az A részvénybdl legfeljebb 100 darab
vasarolhatd. A vésarlast kovetéen minden részvényre azonnal limitdras eladdsi megbizast
adunk az arfolyamelvardsokon. A brokeri jutalék vasarlaskor a vételi ar, illetve eladaskor a
bevétel 1 %-a. Ha minden eladdsi megbizds teljesiil, milyen portfélié esetén lesz az elvart

hozam optimélis? Adjuk meg a matematikai modellt!

Megoldas: A portf6lié Osszeallitdsdhoz azt kell meghataroznunk, hogy adott részvénybdl
hény darabot vdsaroljunk. Tehdt xi, x,, x5 és x4 jelolje rendre az A, B, C és D részvényekbdl
vasarolt darabszamot. Ekkor mindegyik valtozé nemnegativ egész értékd.

A feltételeknél eldszor azt gondoljuk at, hogy mindegyikbdl legalabb 500 000 Forint
értékben kell vasarolnunk. Az A részvény jelenlegi arfolyama 13 800 Forint/darab, tehét
itt is kihaszndlhatjuk a feltétel linearitdsat, hiszen kétszer annyi részvényért kétszer akkora
Osszeget fizetiink ki. Ezért x; darab A részvényre 13 800x; 0sszeget fogunk kolteni. Ugyan-
igy kapjuk a tobbi részvényre koltott Osszeget is, és mindegyiknek el kell érnie az 500 000
Forintot. Az A részvénybdl legfeljebb 100 darab védsarolhatd, tehdt azonnal adédik, hogy
x; < 100.

Mivel 6sszesen legfeljebb 4 millié Forintot kolthetiink, 6ssze kell szamolni a teljes kol-
tésiinket. A négy részvényre 13 800x; + 14 600x, + 2 800x3; + 3 800x4 Forintot koltottiink
Osszesen, azonban a kiaddsunkba beletartozik a kifizetett jutalék is. Tehét ezt az Gsszeget
meg kell névelniink 1 %-kal, ennyi lesz a teljes koltségiink, ami nem l€pheti tdl a 4 milliét.

A célfiiggvény felirdsdhoz el6szor Osszeszamoljuk a bevételiinket. Itt szintén a probléma
linearitasdbdl indulunk ki, kétszer annyi részvényt eladva kétszer akkora bevételhez jutunk.
fgy a bevételiink 6sszesen 16 600x; + 15 500x, + 3 100x; + 4 200x4. Azonban ebbdl még
ki kell fizetniink a jutalékot, tehat ezt le kell csokkenteniink 1 %-kal, ennyi lesz a tényleges
bevételiink. Ahhoz, hogy a hozamot megkapjuk, ebbdl még ki kell vonnunk a fentiekben



megadott teljes koltséget. Osszefoglalva tehat a matematikai modell:
X1, X0, X3, %4 20, X1,Xx,X3,X4 €E7Z
13 800x; > 500 000
14 600x, > 500 000
2 800x3 > 500 000
3 800x4 > 500 000

(13 800x; + 14 600x; + 2 800x3 + 3 800x4) - 1.01 < 4 000 000
z= (16 600x; + 15 500x, + 3 100x3+ 4 200x4) - 0.99 —
(13 800x;+ 14 600x; + 2 800x3 + 3 800x,) - 1.01 — max

(10) Egy korhdzban a hét napjain kiilonbozd szamu ndvérre van igény. A sziikséges 1€tszamot az

alabbi tdbldzat mutatja:

Napok ‘ H K Sz Cs p Sz A%
Munkaer$-igény (f6) ‘ 16 15 17 18 14 12 10

Minden névérnek négy napot kell egymads utdn dolgozni és utdna harom szabadnapot kap.

Legaldbb hany névért kell a kérhaznak alkalmaznia? Irjuk fel a matematikai modellt!

Megoldas: Ebben a munkaerd-iitemezéEsi feladatban is el6szor a dontési valtozok felvételén
kell elgondolkodnunk. A kérdés nyilvan az optimaélis 1étszam meghatarozasa, tehat a valtozok
a dolgozok szamaval lesznek kapcsolatban. Azonban a feltételek a hét napjaira vannak
megadva, tehit nem tudjuk a létszamot egészében tekinteni, szét kell bontanunk a napokra,
hogy a feltételrendszert meg tudjuk fogalmazni. Mivel minden névér négy napot dolgozik
egymads utian, ha megmondjuk, hogy ki melyik napon kezdi ezt a négy napos sorozatot, meg
tudjuk mondani, hogy melyik napokon fog dolgozni. P€ldaul hétfon azok dolgoznak, akik
az el6z6 pénteken, szombaton, vasdrnap vagy hétfén kezdtek. Kedden azok dolgoznak, akik
szombaton, vasdrnap, hétf6n vagy kedden kezdtek, és igy tovabb. Ezekre a létszamokra pedig
mar felhasznalhatjuk a tdblazat adatait.

Tehdt a modellhez értelmezziik a dontési valtozokat ugy, hogy x; jeloli azon ndvérek
szamat, akik a négy napot a hét i-edik napjan kezdik, ahol i = 1,2,3,4,5,6,7 és az els6
nap hétf6. Ezek a véltozok ekkor természetesen nemnegativ egész értékeket vehetnek csak
fel. Ekkor a valtozok segitségével kifejezve hétfon xs + x¢ + x7 + x; lesz a dolgozok szama
(akik pénteken, szombaton, vasarnap illetve hétfon kezdtek), ami nem lehet 16-nal kevesebb.
Ugyanigy kifejezhetjiik a kedden dolgozdk szamat, ami x¢ + x7 + x; + x, lesz, ami pedig

15-nél nem lehet kevesebb. Hasonl6 gondolattal kapunk mind a hét napra egy feltételt. A



célfiiggvény a dolgozok Osszlétszama lesz, ami az Gsszes valtozd Osszegével egyezik meg,
hiszen minden dolgoz6 elkezdi valamikor a négy napot, de senki sem kezdi el tobbszor. Tehét

a feladat matematikai modellje:
X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7 = O, X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7 € Z
Xs+ X+ X7+ x; =16
X+ X7+ X1 +Xx0 2 15
X7+ X1 +x+x3=217
X1+ X+ X3+ x4 2 18
Xo+ X3+ X4+ x5 = 14
X3+ Xg4+ X5+ x5 > 12
X4+ X5+ X6 + x7 = 10
Z=X1 + X+ X3 + X4 + X5+ Xg + X7 = min

(11) Egy megyében hat varos van, amelyek kozotti menetid6t (percben) az aldbbi tabldzatban

adtuk meg:
1 2 3 4 5 6

0 15 30 30 25 25
IS5 0 25 35 25 10
30 25 0 15 25 25
30 35 15 0 15 25
25 25 25 15 0O 11
625 10 25 25 11 O

Mely varosokban létesitsiink tlizolt6 dllomast, ha minimalis szamu 4llomdssal kell biztosita-

N A W N =

nunk, hogy minden véros legaldbb egy allomastol legfeljebb 20 perc alatt elérhet6 legyen?

Adjuk meg a matematikai modellt!

Megoldas: A probléma gy is megfogalmazhatd, hogy minden varos esetén el kell donte-
niink, hogy ott legyen-e dlloméas vagy ne. Matematikailag az ilyen igen-nem dontéseket ugy
modellezhetjiik, hogy az “igen” dontésnek az 1 értéket feleltetjiik meg, a "nem” dontésnek a
0 értéket. Tehat a dontési valtozokat vegyiik fel olyan médon, hogy i = 1,2, 3,4, 5, 6 esetén

1, ha az i-edik vérosban épitiink allomast,

Xi =

0, ha nem.

Az ilyen specidlis egészértékll valtozokat bindris (kétértékii) valtozoknak nevezziik.
A feltételeket a tablazat alapjan kell megfogalmaznunk. Mivel az elsd varos az elsé €s

a masodik varosbdl érhet6 el 20 percen beliil, ahhoz, hogy az elsé vérost lefedjiik, biz-
tosan épiteniink kell adllomast az elsé vagy a masodik varosban (de nem zdrjuk ki azt sem,

hogy mindkettSben). Tehdt az elsé illetve a masodik varoshoz tartoz6 két véltozo, x; és x;



nem lehet egyszerre 0, mert ez azt jelentené, hogy egyik varosban sem épitiink. Linedris
feltételben csak Osszeadast és konstanssal vald szorzast hasznalhatunk, ezért az a feltétel,
hogy a két valtozé egyszerre nem 0, pontosan akkor teljesiil, ha x; + x, legalabb 1. Ha-
sonldéan gondolkodhatunk a masodik véaros esetén, a tdblazat alapjan ki kell zadrnunk azt az
esetet, hogy az els6, a masodik €s a hatodik varosban sem épitiink. Ez akkor teljesiil, ha
az ezekhez a varosokhoz tartoz6 valtozok, xi, x, és xg Osszege, x; + x, + x¢ legaldbb 1. A
tobbi véros adatai alapjan kapjuk meg a tovabbi feltételeket. A célfiiggvény felirasdhoz Ossze
kell szamolnunk, hany allomast épitiink dsszesen. Mivel minden véaltozé pontosan akkor 1,
ha épitiink allomast, és 0, ha nem, az épitett allomdsok szdma pontosan az Osszes valtozo
Osszege lesz. Az ilyen tipusd feldatokat szokds halmazlefedési feladatoknak is nevezni.

Osszefoglalva, a feladat matematikai modellje:
X1, X2, X3, X4, X5, X DINAris

X1+x>1
X1+x+x 21

X3+x4>1
X3+x4+x521
X4+ X5+ x5 2 1
Xo+ X5+ X6 = 1

Z=X] + X2+ X3 + X4 + X5+ Xg — min

(12) Egy cég 6t kiilonbozb befektetési lehetdséget vizsgal. A pénzkidramlasok €s nettd jelenértékek

a kovetkezd tablazatban adottak (millié euréban):

1. bef. 2.bef. 3.bef. 4.bef. 5. bef.
0. id6pontbeli készpénzkidramlas | 11 53 5 5 29
1. id6pontbeli készpénzkidramlas 3 6 5 1 34
Netto jelenérték 13 16 16 14 39

A tarsasagnak 40 milli6 eur6 all rendelkezésére befektetési célokra most (0. id6pont), becs-
1ések szerint egy év mulva (1. id6pont) lesz még 20 milli6 eurdja befektetési célra. A 0.
idépontban fennmaradé alapok mar nem hasznalhatéak fel az 1. idSpontban. A tarsasag
barmelyik befektetés barmilyen tortrészét is megvasarolhatja, ilyen esetben a pénzkidramlasok
és a nettd jelenérték is megfelel6 moédon atszamitédnak. Adjuk meg a matematikai modellt,

ha célunk, hogy a tarsasdg maximalizalja a befektetésekbdl szarmaz6 netto jelenértéket!

Megoldas: A cégnek el kell dontenie, hogy az egyes befektetéskbdl mekkora részeket vasarol.
Tehat a dontési valtozokat értelmezziik ugy, hogy x; jelentse az i-edik befektetési lehetdségbdl

a cég altal megvasarolt hanyadot, ahol i = 1,2,3,4,5. Ez a hanyad természetesen valahova



0 és 1 kozé fog esni, tehat olyan folytonos véltozot kell majd ebben az esetben haszndlnunk,
mely itt veszi fel az értékeit.

A feltételek esetén ismét kihaszndlhat6 a linearitds, ugyanis ha példaul egy befektetésbe
csak 50 %-ban szall be a cég, akkor a koltott Osszeg is csak a megfeleld pénzkidramlds
50 %-a. Tehat minden befektetés esetén ugy kapjuk meg a koltott Osszeget, hogy a teljes
pénzkidramlast sulyozzuk a megvasarolt hanyaddal, azaz a dontési valtozoval. Teljesen ha-
sonldan jarhatunk el a netto jelenérték esetén is, ami a célfiiggvény lesz. Ez alapjan a feladat

matematikai modellje:

X1, X2, X3, X4, X5 > 0
11x; +53x; + 5x3 + 5x4 + 29x5 < 40
2

3x +6X2+5X3 + x4 + 34x5 < 20

z=13x; + 16x, + 16x3 + 14x4 + 39x5 — max

Az ilyen tipusu problémat szokds t6keallokacios feladatnak nevezni. Sok esetben észsze-
rtlen azonban megengedni, hogy tortrészt is vasirolhassunk egy befektetésbdl, mert ebben
az esetben a hozam nem ardnyosan adédna, vagy éppen semmilyen hozamot nem tudnank
megvalositani. Ezért sokszor egy tékeallokécids feladat sordn abban kell donteniink, hogy

beszallunk-e egy adott befektetésbe, vagy sem. Erre ad példat a kovetkezo feladat.

(13) Négyféle befektetést vizsgalunk. A befektetések hozamdnak nettd jelenért€ke rendre 16 000,
22 000, 12 000 és 8 000 eurd. Az egyes befektetések jelenbeni készpénzigénye rendre 5 000,
7 000, 4 000 és 3 000 eurd. Jelen pillanatban 14 000 eurd készpénz a befektethetd Osszeg.
Irja fel a probléma matematikai modelljét, ha célunk, hogy maximalizaljuk a befektetések

0sszhozamadnak nett6 jelenértékét!

Megoldas: Ez egy olyan t6keallokacios feladat, mely esetén a dontési lehetéségiink annyi,
hogy egy adott befektetést kivalasztunk-e vagy sem. Ha kivalasztjuk, akkor tgy tekintjiik,
hogy 100 %-ban szamitjuk a koltést és a hasznot is, ha nem vélasztjuk ki, akkor ugy tekintjiik,
hogy 0 %-ban szamitjuk a koltést és a hasznot. Ezek alapjan értelmezziik a dontési valtozokat
i=1,2,3,4 esetén a kovetkez6 mddon:

1, ha befektetiink az i-edik lehet6ségbe,

Xi =
0, ha nem.



Tehét ismét bindris véaltozokkal dolgozunk. A korldtozoé feltételt a 14 000 eurd befektethetd
0sszeg jeloli ki. A véltozok itt is tekinthetSk aranynak attol fiiggetleniil, hogy ez az arany csak
0 vagy 1, azaz 0 vagy 100 % lehet. Tehat a feltétel és a célfiiggvény is az el6zd feladathoz
teljesen hasonléan adodik a linearitds felhaszndldsaval. Az ilyen jellegli feladatot szokds

hatizsdk feladatnak is nevezni. Tehat a feladat modellje:
X1, X2, X3, X4 binaris
5000x; + 7000x, + 4000x; + 3000x, < 14000
z = 16000x; + 22000x; + 12000x3 + 8000x4 — max

(14) Haromféle ruhadarabot gyartunk: ingeket, puldvereket és nadragokat. Mindegyik ruhaféle
gyartdsahoz specidlis gépek kellenek, ezeket a cég bérli. A heti bérleti dij 200 eur6 az
ingekhez hasznalt gép, 150 eurd a puloverekhez haszndlt gép €s 100 eur6 a nadriagokhoz
hasznalt gép esetén. Az egyes ruhadarabok gyértdsihoz ing esetén 3 6ra munka és 4 m?
szovet, puldver esetén 2 6ra munka és 3 m? szovet, nadrag esetén 6 6ra munka és 4 m? szovet
sziikséges. Hetente 150 6ra élémunka és 160 m? szovet 4ll rendelkezésre. A darabonkénti
eladasi ar a termékekre rendre 12, 8 €s 15 eurd, a valtozo koltségek pedig darabonként ren-
dre 6, 4 és 8 eur6. Milyen gyartds esetén lesz a cég heti profitja maximalis! Adjuk meg a

matematikai modellt!

Megoldas: Az ilyen tipusu feladatot fixkoltség problémaénak nevezziik. A dontési valtozok
felvételét két részre bontjuk. Eldszor is, jelolje xi,x, és x3 a szokdsos modon rendre a
gyartandé mennyiségeket. Ezek a valtozok nyilvan nemnegativ egészek. Madsodszor, a
problémaban azt is el kell donteniink, hogy egy adott terméket egyaltalan gyartsunk-e vagy
sem, hiszen a gépek bérleti dijat csak akkor fizetjiik ki, ha a megfeleld terméket gyartjuk.
Tehat sziikségiink lesz harom bindris valtozora rendre a harom igen-nem dontés reprezenta-

lasara, i = 1, 2,3 esetén legyen

1, ha gyartjuk az i-edik terméket,

Yi

0, ha nem.
Ekkor el6szor vizsgaljuk meg a kdvetkezé modellt:
X1, X,x320, X,X,X3€Z
Y1, Y2, Y3 bindris
3x1 + 2x3+ 6x3 < 150
dx; + 3x+ 4x3 < 160
z=06x; +4x; + 7x3 — 200y, — 150y, — 100y; — max

Ez azonban még nem teljes, ki kell egészitenlink a modellt ugy, hogy tartalmazzon olyan

feltételeket, hogy az y; = 0O feltételbdl kdvetkezzen az, hogy x; = 0, tovdbba ha y; = 1,



akkor abbdl ne kovetkezzen felesleges korlatozas a megfeleld x; értékre. Az ilyen ha-akkor”

dontések matematikai leirdsara egy modszer, hogy kiegészitjiik a modellt a kovetkezdkkel:

x1 < My,

Ezek mar garantdljak, hogy ha az y; véltoz6 0, akkor a megfeleld x; valtozo is O lesz.

Nézziik meg, hogyan kell megvalasztani az M; értékeket, hogy ezek az uj feltételek ne
jelentsenek indokolatlan korlatokat a gyartandé mennyiségekre. Az eredeti technoldgiai
feltételek alapjdn, ha a teljes elsé er6forrast, a munkadrat az elsé termék, azaz az ingek
gyartasara forditjuk, akkor legfeljebb 50 inget tudunk gyartani. Ha a teljes masodik er6forrast,
a szovetet az els6 termék gyartasara forditjuk, akkor legfeljebb 40 inget tudunk gyéartani. Ezt
tekinthetjiik Ggy, hogy az ingek gydrtdsa esetén a szovet a szlik keresztmetszet. Tehdt ha
M -et legalabb 40-nek valasztjuk, akkor az elsé 0j feltétel nem jelent semmilyen felesleges
korlatot az ingek gyartand6 mennyiségére, hiszen ha y; = 1, akkor a feltétel x; < M, alakd
lesz, és 40-nél tobbet a szovet-feltétel miatt amigy sem gydrthatndnk. Tehat ez alapjan
M, > 40.

Gondoljuk at ugyanilyen médon M, értékét. Ha a masodik termékre, a puldverre forditjuk
az Osszes munkaorat, akkor legfeljebb 75-6t gyarthatunk, ha puldverre forditjuk az Gsszes
szovetet, akkor legfeljebb 53-at gyarthatunk. Tehat a puldver gyartdsa sordn is a szovet a szlik
keresztmetszet, ebbdl kovetkezGen M, > 53. Ha a harmadik termékre, a nadragra forditjuk
az 0sszes munkaorat, legfeljebb 25 nadragot gyarthatunk, ha nadrag gyartasara forditjuk az
Osszes szovetet, akkor legfeljebb 40 nadragot gyarthatunk. Tehdt a nadrag esetén a munkaodra
a szlik keresztmetszet, ebbdl kovetkez6en M; > 25. Ezzel a hdrom plusz feltétellel kapjuk

meg tehat a feladat helyes modelljét, melyet a 2. fejezetben meg is oldunk.

(15) Egy cégnél a havi Osszes bér 14.6 millio Forint, amit szeretnének 10 milliéra csokkenteni.

A dolgozoékat 4 bérkategéridban foglalkoztatjdk. A kategéridkban az atlagbér €s a dolgozdok

szama:
Atlagbér (eFt) | Dolgozok szama
A 80 50
B 100 40
C 120 30
D 150 20

Létszamcsokkentés utan az A és B kategoridkban 20 %-kal, a C és D kategoridkban 10 %-kal
emelik a béreket. Az A kategéridban legfeljebb kétszer annyi dolgozdra van sziikség, mint
B-ben. A C kategéridban legalabb 14, a D-ben legalabb 6, de legfeljebb 12 dolgoz6t kell



alkalmazni. Hogyan val6sitsdk meg a létszamatalakitast, hogy a lehetd legkevesebb embert

kelljen elkiildeni? Adjuk meg a matematikai modellt!

Megoldas: Valasszuk dontési valtozoknak az egyes bérkategériakban elbocsatottak szamat!
Ekkor az x1, x,, x3 és x4 valtozok nyilvan nemnegativ egészek. Az A kategoridban igy 50— x;
dolgoz6 marad, a B kategdridban 40 — x,, a C-ben 30 — x3 és a D-ben 20 — x4. Ezek alapjan
irjuk fel a modell els6 négy korlatozoé feltételét. Az 6todik feltétel pedig abbdl szarmazik,
hogy a létszam-atalakitas utdn a megnovelt bérekkel szimolva a bérkeret nem haladhatja meg
a 10 milli6é Forintot. A célunk az, hogy az elbocsatottak szdma a lehetd legkevesebb legyen.

Tehat a feladat matematikai modellje:
X1, X2,x3, X4 20,  Xp,X2,X3,X4 €2

50—x<2-(40 - xp)

30—X3>14
20—x4 26
20—-x4 <12

(50 — x1) - 96000 + (40 — x,) - 120000 + (30 — x3) - 132000 + (20 — x4) - 165000 < 10000000

Z=X] + X2+ X3+ x4 — min



